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Preface 



Apres 18 mois, j’ai decide de reprendre la premiere version de ce cours de mecanique des fluides 
pour lui donner un petit “coup de jeune”. Vous retrouverez l’integralite des informations qui etaient 
presentes dans la premiere version mais completees. En outre, des complements ont ete ajoutes et 
la presentation generate du document a ete amelioree : elle a beneficie de mes progres sous RT^X 
et est maintenant plus conforme aux standards de l’edition scientificiue. 

J’espere que ce cours vous donnera satisfaction. N’hesitez pas a me faire part de vos remarques, 
suggestions. . . 



Stephane Ravier (DSM 97) 
Stephane@Ravier.org 




Preface a la premiere version 



Ce cours est un cours de base de la mecanique des fluides. Cette premiere version est largement 
inspiree du cours dispense par M. JN. Gence a l’Ecole Normale Superieure de Lyon. Ce cours 
introductif doit permettre a tout lecteur d’aborder un ouvrage quelconque de mecanique des fluides. 
A l’avenir nous l’enrichirons de complements selon notre inspiration et selon le temps dont nous 
disposerons. Nous donnons a la fin du cours une liste d’ouvrages de reference pour les lecteurs 
desireux d’en savoir plus. 

Ce cours est de niveau licence rnais il est en grande partie abordable par tous les etudiants 
de mathematiques speciales PC*. La plupart des resultats enonces sont demontres, en revanche 
les calculs sont souvent reduits a leur plus simple expression car ce n’est evidemment pas ce qui 
presente le plus d’interet. 

Nous tenons en particulier a remercier quelques etudiants de l’Ecole Normale Superieure de Lyon 
qui nous ont aides dans notre tache : V. Danjean du Departement Mathematiques-Informatique 
(DMI) promotion 1997, C. Papazian promotion 1996, D. Chapot, E. Paluch et DC. Constantin du 
Departement Sciences de la Matiere (DSM) promotion 1997. Ils nous ont aides a resoudre quelques 
problemes survenus lors de l’utilisation du traitement de texte lATj^X et nous ont soutenus au fil 
de notre travail. Nous remercions enfin tous les etudiants qui ont accepte de relire ce cours. 



Matthieu Rigaut (DSM 96) 
Stephane Ravier (DSM 91) 



(avril 1998) 




Avant-propos 



Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est bon de preciser quelques notations que nous allons 
utiliser abondamment dans ce cours. 

- Nous utiliserons les mots "tenseur" ou “notation tensorielle”. Ici, cela signifie simplement que 
l’on travaille avec les composantes. Par exemple le vecteur 1 ? s’ecrit en notation tensorielle : 



Vi, et de meme le tenseur D n’est autre que la matrice D t? . 

- Nous emploierons le symbole = pour dire "egal par definition". 

- Nous utiliserons (aq, aq, aq) pour reperer les variables de l’espace cartesien. 

- Nous utiliserons aussi la convention de sommation d’Einstein : quand le meme indice est 



. .... dv 1 a dvj 

repete dans un produit, cela sigmfae que 1 on somme tous les indices : v, • — — = v\ • -7-^- + 

OXi ox 1 



dv ■ dv ' 

V2 ■ it — ~ + 113 • — — . Notez qu’ici on ne somme que sur l’indice i, car l’indice j n’est pas repete 
ox 2 Ox 3 

et vaut 1, 2 ou 3 . C’est une convention dont le seul avantage est de simplifier l’ecriture des 
equations, et done d’en ameliorer la lisibilite (pourvu ciu’on soit un peu habitue). 




Chapter 1 

Les fluides et le modele de milieu 
continu 

Ce bref chapitre va nous permettre de definir nos hypotheses de travail et en particulier de 
presenter le modele de milieu continu. 



I Generalities sur les fluides 

Definition : on appelle fluides les etats gazeux et liquide de la matiere. 

Les fluides n’ont pas de forme propre (a la difference des solides) done ils se deferment facilement. 
Quand vous introduisez un fluide dans un recipient, ce dernier en epouse les formes. Les molecules 
de fluide sont peu liees entre elles (liquide) voire meme fibres et sans interaction mutuelle (gaz 
parfait). 



II Le modele de milieu continu 

II. 1 Hypothese de travail 

On doit au prealable se donner une echelle de description. L’echelle macroscopique, celle du 
rnonde qui nous entoure, n’est pas adaptee notamment parce que le fluide n’a pas de coherence 
spatiale a cette echelle (au contraire d’un solide cristallin). L’echelle microscopique ne convient pas 
non plus car il est techniquement impossible de collecter positions, vitesses, accelerations ... pour 
toutes les molecules de fluide ; de plus, cela n’aurait aucun interet. Nous allons done nous placer a 
une echelle intermediaire, l’echelle mesoscopique, echelle caracteristique des particules fluides. On 
considerera toujours des clomaines fluides macroscopiques dont la dimension caracteristique L est 
telle que L > A ou A est la distance moyenne intermoleculaire. 

II. 2 Notion de particule fluide 

L A implique immediatement que nous considererons toujours un grand nornbre de molecules 
que nous regrouperons par paquets. Un paquet sera appele particule fluide. 

Soit T> un domaine de dimension caracteristique 

L telle que — 3> 1. Soient M £ V et la sphere 
A 

<S(M) de centre M et de rayon R tel que A <C 
R < L. 

A l’instant t , on peut mesurer la masse de matiere m^5(M),t^ contenue dans <S(M) et ce pour 
tout M de V. On peut done definir une masse volumique moyenne dans <S(M) a l’instant t : 




1 




2 



Milieu continu 



p(S(M),t) 



m (<S(M), t) 
4 

3* RS 



= />(M ,<) 



<S(M) est la particule fluide en M. On en deduit un champ de masse volumique sur ~D. 



Si on represente revolution de p (M, t) en fonction de R, on peut distinguer 3 zones : 

- pour R trop petit, on a trop peu de molecules qui sont contenues dans S : la masse volumique 
fiuctue rapidement et perd done toute signification ; 

- pour un certain domaine de valeur, p garde une valeur constante : e’est dans ce domaine que 
l’on definit la particule fluide ; 

- pour R trop grand, on commence a voir les variations de p en fonction de l’espace : contrai- 
rement a ce qui se passe quand r est trop petit, on a ici des variations lentes, dues au fait 
qu’on se place sur un domaine trop grand pour qu’il puisse etre considere comme uniforme. 




De meme, on peut definir a l’instant t la vitesse du centre d’inertie de la particule fluide que 
l’on applique, par convention, a M : on obtient un champ de vitesses sur V. Par construction, ces 
champs sont continus . 

II. 3 Hypothese supplementaire 

On supposera que toutes les grandeurs physiques F(M,f) definies par la precedente methode 
(masse volumique, vitesse, ...) sont continuement derivables aux ordres utiles a la traduction des 
principes de la physique macroscopique. 




Chapter 2 

Cinematique des fluides 



Nous allons a present voir ce qu’est la cinematique des fluides c’est-a-dire nous interesser aux 
differentes manieres qui s’offrent a nous pour decrire un systeme fluide en mouvement. Notons qu’ici, 
seule la description du mouvement nous interesse : l’aspect dynamique fera l’objet du chapitre 5. 

II existe en mecanique des fluides deux modes principaux de description : les descriptions lagran- 
gienne et eulerienne. Nous les etudierons successivement, en determinant egalement les formules 
qui existent pour passer de l’une a l’autre. 

I Description lagrangienne 

1.1 Definition 

suit chaque particule fluide a partir de l’instant initial. 

Autrement dit, chaque particule ne sera reperee 

> > 

que par son point de depart OMo = a , et par 
l’instant d’observation t : OM = ~c = ~c ("o’ , t). 

( ai,a 2 ,a 3 ,t ) sont les variables necessaires a la description. Elies sont independantes entre elles et 
on les appelle variables de Lagrange. Pour connaitre parfaitement revolution du fluide, il faut done 
determiner les 3 fonctions suivantes : 

xi(ai,a 2 ,a 3 ,t) 
x 2 {a\, a 2 , a 3l t) 
x 3 (ai,a 2 ,a 3 ,t) 

1.2 Une propriety de base 

Comme la fonction ~x = !c(~ct,t) permet d’associer a chaque particule fluide a l’instant initial 
une et une seule particule fluide a l’instant t, cela signifie que la transformation est bijective. 
Autrement dit a chaque instant t, a chaque particule fluide, ne correspond qu’un seul point origine 
~ct : 



Dans cette description, l’observateur 




= ~x (li , t) 



= ~a (' ~x , t ) 



( 2 . 1 ) 



1.3 TYajectoire des particules fluides 

II est tres simple de determiner les trajectoires des particules fluide dans la description lagran- 
gienne : il suffit de suivre revolution d’une particule au fil du temps. Cela revient a fixer a eta faire 
varier t. L’ensemble des trajectoires est une famille de courbes a trois parametres : Xi = Xi(aj , t), 

a aj fixes. 
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1.4 Vitesse et acceleration 

1.4.1 Vitesse 

Pour une particule fluide donnee, ie pour ~a fixe, la vitesse est donnee par : 



Soit, en notation tensorielle : 



£1* 

II 

t£ 

'T» 


~a 






a j 



1.4.2 Acceleration 

Pour une particule fluide donnee, ie pour ~a fixe, l’acceleration est donnee par : 



Soit, en notation tensorielle : 



A/— > \ d~v 

7( “' ,)= nr 


~a 




II 

So 

<3 


a j 



( 2 . 2 ) 



(2.3) 



(2.4) 



(2.5) 



1.5 Cas d’une propriety physique quelconque 

Dans cette description, les proprietes physiques se referent aux particules fluides que Ton suit. 
Par exemple, on notera T ("<?,£) la temperature a l’instant t de la particule fluide qui etait en ~a a 
l’instant initial, sans se soucier de la position qu’elle occupe effectivement. 



II Description eulerienne 

II. 1 Definition 

Cette fois l’observateur est place en un point M fixe du repere, et regarde passer les particules 
fluides devant lui. Ainsi, a deux instant differents, ce n’est pas la meme particule qui occupe la 
position ~x (M) de l’observateur. 

Notation : on notera F(lr , f) la valeur de la propriete F au point Ir 1 a l’instant t. 

Les variables permettant de decrire ainsi un tel systeme sont les trois coordonnees d’espace (re- 
perant l’observateur), et l’instant d’observation. (xi,X 2 ,X 3 ,t) sont appelees les variables d’Euler. 



On montre qu’on peut prendre coniine inconnues du mouvement les 3 fonctions : 




Vi (x 1 ,x 2 ,x 3 ,t) 
v 2 (xi,x 2 ,x 3 ,t) 

V 3 (X!,X 2 ,X 3 ,t) 



x est fixe, rappelons le. 
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II. 2 Lien entre les deux descriptions 

Soit une propriety physique representee par : 
la description lagrangienne F ("a ,t) ; 

- la description eulerienne F(~x,t). 

F(~x , t) est la valeur a l’instant t de la propriete F au point ~x fixe de l’espace. C’est aussi la valeur 
de F pour la particule fluide qui se trouve en ~x at ie F(~a’, t) pour cette particule. Or au bout du 
temps t, la particule consideree se trouve en done en un point ou F vaut F(~x (~a 

Par egalite des deux, on trouve : 



Ffa , t) = F("x ("a , t), t) 

Par un raisonnement analogue, on montre que : 

F(lr , t) = F(~ct (~x, t),t) 



( 2 . 6 ) 



(2.7) 



11. 3 Equivalence des deux descriptions 

On peut montrer que la connaissance de l’une des deux descriptions est equivalente a la connais- 
sance de l’autre. On pourra done utiliser dans chaque probleme la description la plus adaptee. 

11. 4 Trajectoire en description eulerienne et notion de ligne de courant 
a un instant donne 

II. 4.1 Trajectoire 

Definition : Ensemble des positions ~x occupees par une particule fluide donnee. 

^ ^ ^ 

Elle est done solution de : — — = v ( x , t) dx^ = Vi( x , t) dt 



d’ou : 



dxi d;C2 d:C3 

VI (x,t) V 2 (x,t) v 3 (~x,t) 



On a trois equations du premier ordre, done 3 constantes d’integration. On obtient ainsi une famille 
de courbes a 3 parametres. 



Pour observer, au sens propre, des trajectoires, on peut rnettre en suspension dans le milieu quelques 
particules et faire une photographic avec un temps de pose tres long. 



II. 4. 2 Ligne de courant a un instant to fixe 

Definition : Ligne dont la tangente en chacun de ses points est le vecteur vitesse de la particule 
fluide en ce point a un instant to fixe. 

Le long d’une telle ligne, a to on a : MM' = die parallele a 1 ? (~x , to), d’ou : 



dsi _ dx 2 _ dx 3 ^ 

vi (x,t 0 ) V2(x,t 0 ) v 3 (x,t 0 ) 

Ici, comme on a un systeme de deux equations differentielles du premier ordre, on obtient une 
famille de fonctions a deux parametres. 

Pour observer les lignes de courant, il faut cette fois rnettre en suspension une quantite importante 
de particules, et prendre une photo avec un temps de pose tres court. 

A priori, les trajectoires et les lignes de courant sont des entites differentes. Toutefois ces deux 
concepts sont identiques dans le cas d’ecoulements stationnaires. 
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II. 4. 3 Cas particulier des ecoulements stationnaire 



Definition : Un ecoulement est stationnaire si en description euleriennc les grandeurs sont inde- 
pendantes du temps. 



On a done pour toute propriete physique F : 



F = F(x) . 



et en particuler : 




(2.9) 



Dans ce cas, les trajectoires sont donnees par : —I— = — = '— L — = d t 

vi{x) v 2 (x) v 3 (x) 

dxi dx 2 dx 3 

et les lignes de courant par : — =5 - = = p = 

vi{x) v 2 (x) v 3 (x) 



Remarque : dans un ecoulement stationnaire les differentes grandeurs F dependent en general 
du temps en variables de Lagrange. 



II. 5 Acceleration en variables d’Euler. Notion de derivee particulaire 

d’une propriete physique quelconque 

Remarque preliminaire : si 1 7(~x,t) est le champ eulerien de vitesse, et ~j(~x,t) celui d’acce- 
leration, il est clair que : 



_ > _> . dv 



~v ("a? , t + St) — ~v ( ~x , t) 
St 



car v ( x , t + St) et v ( x , t) sont des vitesses de particules fluides differentes . Or on cherche le 
taux de variation de la vitesse d’une meme particule fluide au cours du temps. On est done oblige 
de revenir a la description de Lagrange. 



Methode : on va determiner 7 ( a , t), on en deduira 7 ( x ( a , t), t) e’est-a-dire 7 ( x , t) 

Qy ■ 

On a (2.5) : 7»( a ,t) = a ,t) et (2.6) : v<( a ,t) = Vi(x ( a ,t),t) . 

ot 

On obtient, par une formule de derivation composee : 



- /-> dm 

T,ia,t)= w 



+ 



x = x (a ,t) 



dvj 

dx\ 



x = x (a ,t) 



dxi > . 

-dT ,a - t) + 



dvj 

dxj 



x ( a ,t) 






Or on a aussi (avec 2.2 puis 2.6) : 




Vj{a,t) 
Vj(~x(~a , t)) 



et (2.6) : 7»( ° . t) = 7i( x ( a , t), t) 

L’equation precedente s’ecrit done : 
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et en ecrivant simplement x = x ( a ,t), on obtient : 



n 



-£ t )= ^ 
’ J at 



X ,t UJj j 



X ,t 



( 2 . 10 ) 



On vient done de calculer le taux de variation temporelle d’une grandeur attachee a une particule 
fluide qu l’on suit, et que Ton a exprime en variables d’Euler. 



Definition : On appelle derivee particulaire d’une grandeur, le taux de variation temporelle de 
cette grandeur en suivant une particule fluide a laquelle elle est attachee. 



dF 

Notation : pour la propriety physique F, on la note — avec le sens suivant : 

at 

dF <9F , , T 

— — = — ( a , t) en variables de Lagrange 
at ot 

dF 9F _) dF 

- — = — ( x , t) + Vj ( x , t) ■ — — ( x , t) en variables d’Euler 



dt dt 



dx-j 



dvi 



En notant grad ( v ) le tenseur dont la matrice en coordonnees cartesiennes est — — , on peut ecrire : 



dx i 



. d~v =► 

7 \ x ,t) = ~gj-+ S rad ( V ) ° V 



D’un point de vue pratique, on retiendra que l’acceleration peut s’ecrire sous differentes formes 
equivalentes : 

i ; 1 

d v 



7(l ’ f) = -m + ( v v ) 



ou encore : 




II. 6 Theoreme de Reynolds 

Soit un ensemble de particules fluides c^ue l’on 
suit dans leur mouvement. L ’ensemble occupe 
le volume T> t a l’instant t. Soit aussi une pro- 
priete physique representee en variable d’Euler 
par F("x , t). 

La question est : quelle est la variation de la so: 
evolue au cours du temps ? 

On montre que l’on a : 




de cette valeur physique sur le volume T> t qui 





dCF.Vj) } 

dxj ) 



dr 



( 2 . 11 ) 



III Deformation d’une particule fluide 

Le champ de vitesse ~v (lc,t^J dependant de la position ~x , il est clair q’une particule fluide 

va se deformer dans ce champ de vitesse. Dans cette partie, on s’interesse au tenseur des taux 

dvi 



de deformation (ou tenseur des gradients de vitesse) G,; 



Gij ~ dx., 



. Nous allons interpreter 



ses effets sur revolution de la forme d’une particule fluide durant son mouvement dans le champ 



(x,t). 
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III.l Reecriture du tenseur G, 



Les effets de G ij ne sont pas facilement interpretables directement car y sont melees plusieurs 
notions fort differentes : 

la dilatation des dimensions lineaires : ce type de deformation s’accompagne d’une variation 

du volume et la forme subit une homothetie 2 ; 

la rotation globale : ni la forme, ni le volume ne changent ; 

les deformations angulaires : la forme change mais le volume ne varie pas 3 . 

On commence done par reecrire G comme somme d’une partie symetrique et d’une partie antisy- 
metrique. 



1 ( dv, dvj 



S ij est symetrique et A,j est antisymetrique. 

III. 2 Interpretation de A l3 

En ecrivant les composantes de A,j, on remarque qu’on peut ecrire A ^ sous la forme : 



0 — Rj 

H3 0 — fli 

-n 2 lb 0 



ou I = - rot v 



Si on considere un ecoulement dans lequel le champ de vitesse est tel que les elements de S soient 
nuls, alors on a : 

dV = fl A d~x 

On obtient une egalite qui est caracteristique d’une rotation globale d’un solide indeformable 
(c/ n’importe quel cours de Mecanique du Solide). 



Le tenseur antisymetriciue A traduit une rotation globale de la particule fluide sans variation 
de forme ni de volume. A est le tenseur des taux de rotation local. 



III. 3 Interpretation de S,y 



Le tenseur S a deux types d’effets bien distincts selon qu’on considere ses terrnes diagonaux ou 
extra-diagonaux. 

Pour fixer les idees, on va s’interesser a une parti- 
cule fluide a deux dimensions que nous represen- 

terons par un rectangle infinitesimal de longueur D C 

dx 1 et de hauteur da’ 2 , de surface dS = daq dx 2 . 

Ce rectangle sera repere par ses quatres sommets 

A de coordonnees (0,0), B(dxi,0), C( daq , dx 2 ) ^ 

et D(0, dx 2 ). A B 

On etudie la particule fluide a l’instant t + dt en calculant les coordonnees de A', B', C' et D'. 

^ y 2 

La vitesse d’un point M(d/i,d/ 2 ) s’ecrit : v (M) = v (A) + V — — dli 

i— 1 OXi 

y => 

v (A) traduit une vitesse d’ensemble de la particule. On s’interesse ici a l’action de S done ce 
mouvement de translation ne nous interesse pas : on s’en debarasse en faisant un changement 
d’origine des temps et en ramenant l’origine du repere en A a Pinstant t + d t,. Pour calculer les 
nouvelles positions, il suffit de remarquer que la variation de position dZ; entre t, et t + d t pour la 

2 C’est-a-dire que la particule subit un changement d’echelle. 

3 En fait, il y a, on va le voir, une variation de volume mais cette derniere est d’ordre superieure. 







